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Pavages auto-affines, opérateurs de
. -~ ” d
transfert et criteres de réseau dans R

J.-P. Conze, L. Hervé et A. Raugi

Abstract.  We applied results from [2] to multiresolution analysis and to lattice
tilings of R? with self-affine tiles.

Resumé. Nous appliquons les résultats de [2] & la construction d’analyses mul-
tirésolutions et en particulier & I'étude de pavages auto-affines de R%. Nous montrons
qu’une tuile auto-affine, construite & partir d’une matrice dilatante & coefficients en-
tiers, permet de paver R4 par translation par les éléments d’un réseau.

0. Introduction

Pour une large part, la théorie des analyses multirésolutions développée
notamment dans les travaux de Y. Meyer, I. Daubechies, S. Mallat,
est maintenant classique, et formellement son extension en dimension d
n’est pas essentiellement différente de la dimension 1. Par contre, les
criteres apparaissant dans les constructions, par exemple ’obstruction
a l'orthogonalité, conduisent & des problémes de nature algébrique plus
difficiles qu’en dimension 1. Ces problémes sont bien illustrés par ’étude
des pavages de R? par les ensembles auto-affines associés & une ma-
trice dilatante & coefficients entiers A, cas particulier d’analyse mul-
tirésolution de dimension d ([7], [8]).

Nous montrons ici comment les résultats obtenus dans [2] s’appli-
quent & la construction des analyses multirésolutions, en fournissant sous
une forme algébrique un critére assurant la propriété d’orthogonalité ou
de base de Riesz pour les fonctions d’échelles correspondantes. Dans le
cas des pavages auto-affines, il nous permet d’établir le résultat principal
de ce travail: la possibilité d’obtenir un pavage de R? & ’aide des ensem-
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bles translatés d’une “tuile auto-affine” par un réseau (théoréme 4.1).

Cet article doit beaucoup aux travaux de K. Grochenig et A. Haas
[7], K. Grochenig et W. R. Madych [8], J. C. Lagarias et Y. Wang
[13], [14], sur les pavages auto-similaires. Nous remercions également le
rapporteur de cet article pour ses remarques.

Plan de Particle
I Ensembles auto-affines et pavages
IT Analyse multirésolution associée & une matrice dilatante
IIT Pavages aléatoires
IV Existence d’un réseau

I. Ensembles auto-affines et pavages de R?

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques résultats sur les pavages
auto-affines, en nous inspirant largement des références [7], [8], [13],
[14]. Sur les pavages auto-affines, on pourra également consulter, parmi

d’autres travaux, [1], [18].

I.1 Généralités sur les pavages auto-affines
Considérons une matrice carrée A inversible d x d, a coefficients réels,
dilatante, c’est-a-dire telle que ses valeurs propres soient toutes de mod-
ule strictement supérieur 3 1. Nous choisissons une norme sur R? pour
laquelle A~1 est contractante.

Soit T = {t1,...,t;} une famille d’6léments de R%. Dans la suite,
nous ferons ’hypothese

g = cardT = |det(A)].
Formons 1’ensemble

QAT =Q={zecR%:z= i A"z 2 €T, Vn > 1} (1.1)/

n=1

Cet ensemble est un compact de R?, image de 'espace TV (muni de la
topologie produit) par 'application continue qui, & une suite (z,) € 7%,
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associe le point

T = Z A"z,
n=1
de R?. 11 vérifie
AQ=J@+1). (1.2)
teT

L’ensemble @ est 'unique point fixe de ’application définie sur I’espace
K des compacts de R? par
x:K = x(K) = | JATK + A7,
teT
Cette application est contractante, quand on munit R? de la métrique 6,
associée 4 la norme contractée par A~! et K de la distance de Hausdorff
Ox. correspondante:
oK, K'Y= sup  (be(x, K'), bc(2, K)).
zeKx'eK'’
Notons m la mesure de Lebesgue sur R, L’ensemble @ vérifie la pro-

priété d’auto-affinité, si la réunion dans la relation (1.2) est une réunion

d’ensembles essentiellement disjoints:
m(Q+t)N(Q+t)) =0, Vit € T, t #1.
Si cette condition est vérifiée, on écrira
AQ=| |@+1). (1.3)
teT

Il est clair qu’une condition nécessaire sur A et 7 pour avoir (1.3) avec
un ensemble @) de mesure m(Q) > 0 est que le nombre g d’éléments de
T soit égal & |det(A)|. Ce déterminant est donc dans ce cas un entier.
Inversement, si card7 = q = |det(A)|, I'égalité
4Q=J@+1)
teT

implique qu’il s’agit d’une union essentiellement disjointe (intersections
négligeables), mais il n’est pas assuré que () soit de mesure de Lebesgue

m(Q}) > 0.
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La propriété (1.3) (translatés essentiellement disjoints) assure que le
développement des éléments de () donné par (1.1) est unique (en dehors
d’un ensemble négligeable).

Notons que l'on peut toujours supposer que I'un des éléments de
T est nul. En effet, translater les éléments t; de 7 par —t; revient a
translater I’ensemble () par

— Z A",
n=1
Nous prendrons donc une famille 7 de la forme

T ={t1 =0,...,14}, avec ¢ = |det(A)].

Donnons maintenant quelques résultats généraux sur les ensembles @)
définis par (1.1), lorsque m(Q) > 0.

On peut exprimer la propriété (1.3) d’auto-affinité par changement
d’échelle, sous la forme fonctionnelle équivalente suivante (équation
d’échelle):

1g(z) = Y 1g(Az —t), (1.4)
teT
Iégalité étant vérifiée presque-partout.

Notons: 7; l'ensemble des “développements d’ordre k& > 1 en

base A”,

k-1
T, = ZAj:L'j,;L‘j €T},

=0
Too = U7k Pensemble des développements finis, et 7 = T, — 7o

k
La condition (1.3) implique
4Q = 1] @+
')/ETk

En particulier, les développements finis

k=1
Z Azja;€T,
7=0

sont deux a deux distincts.
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Définition. Un sous-ensemble £ de R? est dit uniformément discret, s'il
existe § > 0 tel que:

Vy£y €&y =] =6>0. (1.5)

Théoréme 1.1. Soient A et T wvérifiant la condition (1.3) et tels que
|det(A)| = cardT . Les conditions suivantes 1) et 2) d’une part, et 3) et
4) d’autre part sont équivalentes entre elles:

1)

2) les tmnslates (Q 4,7y € T.) forment un recouvrement de R?,
3) m

4) 1 ensemble T est uniformément discret.

Q est d’intérieur non vide,

Preuve. a) Montrons que 1) et 2) sont équivalents.

Supposons que @ soit d’intérieur non vide. Soit ¢ un point intérieur
a Q. Quitte a tronquer son développement, on peut supposer que a est
donné par un développement fini,

k-1
a= Z A_jwj(a)
j=1

pour un entier k > 2. Pour tout y € RY, il existe un entier p, que ’on
peut supposer > k, tel que z =a + A Py € ). Soit

z = Z A—jmj(z)
j=1

un développement de z. Le point y peut s’écrire sous la forme:

= APz — APq
00 ] p—1 ) p—1 )

= Z A7z 5(2) + Z Agy :(2) — Z Alzy_i(a),
7=1 =0 j=p—k+1

qui est bien dans ) + v, pour un v dans 7.

Réciproquement, 2) implique 1) par le théoréme de Baire.
b) Montrons que 3) et 4) sont équivalents.

Si m(Q) > 0, la condition cardZ = |det A| implique la propriété de
réunion disjointe dans (1.3).
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D’autre part, la continuité de la translation dans Ll(Rd) implique
qu’il existe un & > 0 tel que, pour v € R?,

Iyl < 6 implique m(Q N (Q +7) > M(Q)/2.

et donc 7T, vérifie la condition (1.5).

Réciproquement, supposons que 7, soit uniformément discret de
constante & > 0. '

Il existe R > 0 tel que la boule Bgr de rayon R soit appliquée dans
elle-méme par I'application x. La suite (x"(Bgr),n > 1) obtenue par
itération de 'application x est décroissante; I'intersection de ces ensem-
bles est 'unique point fixe ¢} de 'application y et on a

m(Q) = mm(x"(Br)).
Soit « tel que 0 < a < inf(R, §/2). Dans 1'égalité
X"(Ba) = U (A™"By + A™"y),
y€Tn

les ensembles sont disjoints. On a donc
m(x"(Br)) = m(x"(Ba))
= card(T,) m(A™"By)
= |det(A)| " card(T,) m(By)
= m(Ba),
d’ott m(Q) = limp, | m(x"(Br)) 2 m(Ba) > 0. O

1.2 Construction d’ensembles auto-affines dans le cas entier
Quelles sont les matrices A pour lesquelles on peut construire une famille
T telle que le couple (A, T) vérifie m(Q(A,7T)) > 07 La propriété (1.5)
“d’ensemble uniformément discret” vérifiée par 7, suggere une condi-
tion de réseau.

Dans la suite, nous nous placerons dans le cas ou la matrice A est
a coefficients entiers et nous prendrons une famille 7 appartenant au
réseau Z¢. Plus particuliérement, nous choisirons une famille 7 formant
un systéme complet de représentants {t1 = 0,... ,t,} de Z%/AZ? dans
VAS
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On note que card(Z?/AZ%) = |det(A)).

Pour une matrice A et une famille de translations 7 quelconques,
il n’est pas assuré que la mesure de @ défini par (1.1) soit > 0. Par
exemple, si A est une matrice a coefficients entiers dont le déterminant
est un entier premier, et si 7 n’est pas un systeme complet, on a m(Q) =
0 (cf. [13]). Nous allons voir que, par contre, si 7 est un systéme complet
on a bien m(Q) > 0.

Considérons la famille des compacts K tels que

U (K +7) =R~ (1.6)

yezd
Elle est stable par passage a la limite (au sens de la métrique de Haus-
dorff éx sur lespace des compacts introduite plus haut) et stable par
application de la transformation x (on utilise ici le fait que 7 forme un
systéme complet de représentants). Partant du cube unité, qui vérifie
la relation (1.6), on en déduit, en prenant la limite au sens de dx que
Q = lim, x"([0,1]%) vérifie encore cette relation. En particulier, ceci
implique que ) est de mesure > 1. Notons qu’on peut avoir

m(Q) > 1 =m(x™(0,1]%, ¥n > 1.

Par exemple, si 'on prend d =1, A =2, T = {0, 3}, on obtient @ = [0, 3].
Montrons que m(Q)) est entier. Formons la somme

g(z) = >~ lgl@+7).
yezd
La fonction g est périodique, et, d’apres I’équation d’échelle, invari-
ante par A (g(Az) = g(z)), puisque tout élément de Z¢ s’écrit de facon
unique sous la forme v = t + Ay, avec t € T et v € Z% Elle est
donc presque partout égale 4 une constante C, d’apres 'ergodicité de
endomorphisme du tore T¢ = R%/Z? induit par I'action de la matrice
dilatante A. La fonction g étant une somme d’indicatrices, cette con-
stante C est entiere > 1.

Puisque

Jo o 9@z =@,
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on a donc, pour presque tout = € R?,

m(@Q) = ) lo@+7) (1.7)

vezd

Dans le cas ol nous nous sommes placés (A & coefficients entiers
et 7 systeme complet de représentants de Z?/AZ?) les conditions 1),
2), 3), 4) du théoréme 1.1 sont évidemment vérifiées. De plus, dans ce
cas, on peut extraire de la famille des translatés (Q + v,y € 7_,) une
sous-famille formant un pavage de R? (cf. [13]). Nous montrerons dans
la suite qu’en fait il existe un sous-réseau I' de Z? (ne coincidant pas
nécessairement avec cette sous-famille) tel que les translatés de @ par
les éléments de T forment un pavage de R% Ce résultat est relié aux

deux problémes suivants.

1.3 Deux problemes de pavage

Le recouvrement de R? par des translatés de @ a un “indice” qui est
égal, d’apres la relation (1.7), a la mesure m(Q) du motif de base. Il est
équivalent de montrer que I’on a un pavage de R? au sens des translatés
de @ par Z¢, ou de montrer que m(Q) = 1.

On notera que, dans le cas ol @ fournit un pavage de R? par trans-
lations par Z¢, on a obtenu un codage de endomorphisme défini par
I'action de A sur T¢, qui réalise un isomorphisme naturel entre le schéma
de Bernoulli défini par le décalage sur 'espace produit 7V muni de la

mesure produit et le systéme (T%, m, A).

Probléme 1

Un premier probleme est de pouvoir décider dans quel cas on a effec-
tivement un pavage de R? au sens de Z%. Cette question est équivalente
a celle de 'orthogonalité des fonctions (1g(- —7),v € 7).

Il est commode d’interpréter cette question, comme un probléme
d’orthogonalité dans la construction d’une analyse multirésolution. La
forme fonctionnelle (1.4) de la propriété (1.3) conduit en effet au for-
malisme de I'analyse multirésolution.

La condition d’orthogonalité des fonctions (1g(- — ) ) équivaut

yezd
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au fait que la somme
Y 1oz +7),
yezd
qui est une constante entiere, est égale & 1.
Ce probleme sera traité de deux fagons: d’une part comme un cas
particulier d’un probleme général d’orthogonalité dans la construction
d’une analyse multirésolution, d’autre part directement (voir paragraphe

IIT) comme cas particulier de I’étude des pavages aléatoires.

Probléme 2
Un deuxiéme probleme est celui de P’existence d’un sous-réseau T' de Z¢
qui remplace Z¢, dans le cas ot les translatés de @ par les éléments de
Z% ne forment pas un pavage de R%.

L’exemple le plus simple dans lequel cette situation se présente est
celui que nous avons donné plus haut:

d=1, A=2, T ={0,3}.

Dans ce cas, Q) = [0, 3] et le pavage est obtenu pour le sous-réseau I' = 3Z.

Plus généralement, en dimension d > 1, considérons une matrice
inversible C' & coefficients entiers commutant avec A et telle que 7 = CT
soit encore un ensemble de représentants de Z¢/AZ? dans Z2.

On voit facilement que si les translatés de 'ensemble Q = Q(A,T)
par Z¢ pavent R¢, alors les translatés de I’ensemble Q= Q(A, T ) par le
sous-réseau CZ% de Z% pavent RZ.

Cet exemple suggere de poser la question suivant: montrer que tout
pavé auto-affine associé a un couple (4,7 ), avec A matrice dilatante a
coefficients entiers et 7 systéme complet de représentants de Z¢/AZY,
fournit un pavage de R? & I’aide d’un sous-réseau I' C Z%. Ce probleme
sera, résolu dans la section IV.

II. Analyse multirésolution associée a une matrice

dilatante dans R¢

La construction des pavages auto-affines associés a une matrice dila-
tante & coefficients entiers A, rappelée dans 1’étude précédente, ap-
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parait comme un cas particulier de la théorie générale des analyses mul-
tirésolutions de dimension d, que nous allons présenter brievement dans
ce paragraphe.

Pour I'étude générale des analyses multirésolutions, on pourra se
reporter & [17] et [6]. Pour les points abordés plus spécialement ici,
criteres d’orthogonalité ou de bases de Riesz, mentionnons notamment
[4], ou a été introduite la méthode des ensembles invariants, [11], [3],
[15].

L’un des problémes spécifique & la dimension d > 1 est 'établisse-
ment de critere sous une forme algébrique explicite. L’outil principal
que nous allons utiliser est le théoreme (2.8) de [2] rappelé plus loin.

La lecture des paragraphes I1.2 et I1.3 n’est pas nécessaire, si 'on
s’intéresse uniquement a ’étude des pavages auto-affines.

I1.1 Définitions et Notations
Comme précédemment, nous considérons une matrice carrée A d’ordre
d inversible, a coeflicients entiers, dilatante. Nous notons ¢ = |det A| et
B = A* sa matrice adjointe.

Nous choisissons une norme || - || sur R%, telle que la norme ma-
tricielle HB‘lH associée soit < 1.

L’espace des fonctions définies sur R? continues et Z%-périodiques,
muni de la norme uniforme || - || _, est noté E.

Dans la suite, nous considérons un systeme

D ={01=0,09,... ,O'q}

de ¢ représentants de Z¢ mod BZ® La transformation affine de R¢
définie par A — B~Y(\ + o) est notée &.

La notion de fermé invariant nous sera utile dans la construction
d’analyses multirésolutions (pour les définitions qui suivent, voir [4],
[1], [2]).

Définitions. Etant donnée une fonction Z%-périodique u, & valeurs > 0,
un fermé K de R? est dit invariant (relativement au couple (B, u)) si,
pour tout A € K et tout ¢ € D tels que u(dA) >0, ona dA € K. La
fonction u étant Z-périodique, cette notion d’invariance ne dépend pas
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du choix du systéme de représentants D.
On note P, 'opérateur défini sur E par

Puf(N) = Y u(ENF(@N). (2.1)

geD

Cet opérateur ne dépend pas du choix de D.

Il est commode de se représenter P, comme un opérateur de transi-
tion (bien qu’il ne soit pas nécessairement normalisé). Nous dirons que
la transition d’un point z vers un point y est permise si i est de la forme
y = Tz, pour un 7 dans D tel que u(7xz) > 0. On schématisera cette

situation par la notation:

T — T,
et on dira que ¢ “meéne &” y = 7.

Définition. Une analyse multirésolution (cf. [3], [5], [6], [16], [17]), rel-

ativement & A, est une famille (V})jcz de sous-espaces fermés de L2(R%)

tels que:

8) NjezVy = {0} et Uiz V; = LA(RY,

b) Visi={foA, feVitetV;CVjpa, Vjel

c) il existe une fonction ¢ € Vj, appelée fonction d’échelle, telle que
la famille {¢(- + ), € Z%} des translatées de la fonction ¢ par les
éléments du réseau Z? engendre Vj et forme une base de Riesz de

V.

Rappelons que la famille {¢(- + ),y € Z¢} forme une base de Riesz
de l'espace Vjj qu’elle engendre, s’il existe une constante C' > 0 telle que
I'on ait, pour toute suite (cy) € 2(7%,

2
Yl < | T estrn|  <cYial @)
yezd yezd 12(rd) yezd
Dans la définition d’une analyse multirésolution, on peut renforcer la
condition de base de Riesz par la condition que les fonctions de la famille
{#(-+7),7 € Z%} soient deux & deux orthogonales. Sous cette condition,

on peut alors construire a partir de la suite de sous-espaces (Vj)jecz
une base d’ondelettes orthogonales. Dans le cas ou l'on a seulement
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12 J-P. CONZE, L. HERVE et A. RAUGI

la propriété de base de Riesz, il est possible de construire deux bases
bi-orthogonales (cf. [3]).

Notation. Dans la suite, nous noterons
= [, SN
RA

la transformée de Fourier d’une fonction f sur R%.

Construction d’analyses multirésolutions
Soit (h,y),y czd une famille indexée par Z%, de nombres complexes nuls
sauf pour un nombre fini d’indices, telle que

Z hy =gq.
vezd
Nous considérons ’équation d’échelle
¢(z) = Y hyg(Az —1), (2.3)
vezd

qui va permettre de construire une analyse multirésolution associée a
une fonction d’échelle ¢ solution de (2.3).

Posons .
HX) ==Y he?™ 0N )\ eRY, (2.4)
1 pd
YEZ
et
u=|H (2.5)
On note que H(0) = 1 et donc u(0) = 1.
Soient
, Né
N = max{|ly =[], hyhy #£0}, M = [m] +1,

ou
6= a7 et 1ar = v € 27, |lv]| < M}

Notons T' = (T'(a, b))q pe 1, la matrice définie par

1 —
T(aa b) == Z h’yh"{—Aa—}—b: a,b € Iy,
7 vezd

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997
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p(T) son rayon spectral et v(p(T')) l'indice de p(T), c’est-a-dire le plus
petit entier n tel

ker(T — p(T)Id)" = kex(T — p(T)Id)"*!

(nous montrerons que p(T) est une valeur propre de T, donc
v(p(T)) 2 1).

IL.2 Critéres de bases de Riesz et de bases orthogonales
Les propositions ci-dessous fournissent un procédé de construction
d’analyses multirésolutions.

Théoréme 2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) Il eziste ¢ € L2R?) non identiquement nulle solution de (2.3) et la
famille {¢(- +7), v € Z2} vérifie (2.2), pour une constante C > 0.

2) On a: H(G0) =0, Vo € D — {0},V)A € R,

STIHGN? >0 pT) =1, v(pT)) =1,

oeD

et tout fermé invariant Z%-périodique contient 0.

3) ker(T'—Id) est engendré par un vecteur (Cy)very, tel que le polyndéme

2im{v,A)
> ce

'yGIM
soit a valeurs réelles strictement positives.

Dans le cas orthogonal, on a un énoncé similaire:

Théoréme 2.2. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) Il eziste ¢ € L2(R?) non identiquement nulle vérifiant (2.3) et la
famille {¢(- +7),v € Z3} forme un systéme orthonormé.

2) ¥ [H(&z\)|2 =1, VA € RY, et tout fermé invariant Z3-périodique

oeD

contient 0.
3) X |H(@@N)

ogeD

Le lien entre ces théorémes et les analyses multirésolutions est rap-

=1, VA € R? et dimker(T — Id) = 1.

pelé dans le théoréme suivant.

Théoreme 2.3. Sous les conditions équivalentes du théoreme 2.1, il ex-
iste une fonction ¢ (o support compact) unique solution de (2.3), o une

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997



14 J-P. CONZE, L. HERVE et A. RAUGI

constante multiplicative prés. La famille (V;)jez, ot Vo est l'espace en-
gendré par les fonctions (¢(- + ),y € Z%) et ou V; = {f o A%, f € Vp},
forme une analyse multirésolution de L2(RY).

Preuve. Le résultat est classique dans la théorie des analyses mul-
tirésolutions (voir [5], [17] pour une démonstration compléte). Nous
en rappelons brievement la preuve.

Sous la condition 1) du théoréme 2.1, les points b) et c¢) de la
définition d’une analyse multirésolution résultent de la construction des
V;, de (2.2) et de I’équation (2.3) (qui assure I'inclusion Vg C V7).

Les conditions asymptotiques a) d'une analyse multirésolution se
déduisent d'une généralisation immédiate du cas de la dimension 1
(cf. [17]). O

Réciproquement, si (V}); ez est une analyse multirésolution associée
a une fonction d’échelle ¢, alors la condition (2.2) est satisfaite par
définition et 'inclusion Vj C V7 assure 'existence d’une famille de co-
efficients (hy). . 4 telle que I'équation (2.3) soit vérifiée par ¢. Mais la
famille n’est pas nécessairement & support fini.

Nous donnerons plus loin les grandes lignes de la démonstration des
théoremes 2.1 et 2.2. Dans le cas ol d = 1 et A est la multiplication par
2, on pourra se reporter a 3], [4], [10], [11]. Nous établissons d’abord

quelques résultats intermédiaires.

Remarques 1. On montre facilement que ’équation (2.3) a une solution,
au sens des distributions, d’ordre fini non nulle & support compact. En
observant que, pour une fonction f sur R%, on a formellement en posant

faq(@) = f(Az =),
FanN) = gL F(BIA)e2m BTN,

on obtient que la transformée de Fourier d’une solution de (2.3) est
donnée A un facteur constant pres par le produit infini:

HH B7*A), A e R

La fonction II est définie, continue sur R? du fait que H est lipschitzienne

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 28, N. 1, 1997



PAVAGES AUTO-AFFINES, OPERATEURS DE TRANSFERT... 15

et que B~1 est contractante. Elle vérifie ’équation fonctionnelle:
I(\) = HBINI(B-N). (2.6)
On définit formellement

= 3 mA+ ), A eRr?
vezd

D’apres ce qui précéde, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe une fonction dans ]Lz(]Rd) non identiquement nulle solution de
(2.3) est que IT € L2(R%). Cette solution s’obtient alors & un facteur
pres comme la transformée de Fourier inverse de II. Nous désignerons
par ¢, précisément, la transformée de Fourier inverse de II. Si ¢ est a
support compact et de carré intégrable, on peut montrer que la série
définissant 7 est uniformément convergente sur tout compact (cf. [17]).
La fonction 1 est un polynéme trigonométrique et elle est invariante par
lopérateur P, défini par (2.1): P,y =1.

En effet, pour tout g € Z¢, nous avons, par la formule de Plancherel,
la relation suivante:

/[o 1)d NA)eET0N d) = Z / [T + ) [%e2mic00: 4 gy

= TI(A)e2 0 NI dA
gd Jo sy, @OSTRITOY

(2.7)
= [, @O0 TR
= [, 02~ 1030V
Puisque ¢ est a support compact,
NN = D (6 6( +7))e? T
vezd
est un polyndme trigonométrique.
En outre, il résulte de (2.6) que
2

N=S3 \H(B—IA+7+B~1a)\2\H(B—1A+7+B-la) ;

ageD ’yGZd
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d’ou Py =n.
Les résultats qui suivent fournissent des critéres assurant la validité

des conditions énoncées dans les théorémes 2.1 et 2.2.

Proposition 2.4. a) Supposons II dans L2(R%). Une condition nécessaire
et suffisante pour que ¢ vérifie (2.2) (resp. que les fonctions (¢(-+7),7 €
73y forme une famille orthonormée) est que n(\) > 0, YA € R?, (resp.
n=1).
b) Sous U’hypothése:

> 1HE) >0,

oeD
Vensemble Z(n) des zéros de n (s’il n’est pas vide) est un fermé invariant
Z8-périodique ne contenant pas 0 et tout fermé ayant ces propriétés est
contenu dans Z(n).

Preuve. a) En utilisant la formule de Plancherel, on obtient

2 2

Z ey d(- +7) :/ ] Z c732i”<7’>‘> n(\)dA,
vezd L2(rd) 0.1 yezd

pour toute suite finie (cy)ycz de nombres complexes. Lorsque n >
0, on en déduit (2.2) a laide de ’égalité de Parseval pour les séries
trigonométriques. De méme, 1’orthogonalité des (¢(- + v),7 € Z%) en
résulte pour le cas n = 1.

b) Le fait que Z(n) soit un fermé invariant résulte de 1’égalité P,n =
1. En outre, comme qES(O) =TII{0) = 1, on a n(0) > 1.

Considérons maintenant un fermé invariant Z%-périodique K tel que
0¢ K. Soit A € K. Il existe k € N* tel que H(B~*)) = 0, car dans
le cas contraire tous les points B~*\ seraient dans K, et donc aussi 0.
Puisque A+ € K, pour tout v € Z¢, on en déduit bien que n(\) = 0. O

Remarques 2. 1) La condition

ST H @G >0

og€D

n’est pas nécessairement vérifiée pour un filtre (h,) quelconque. Elle est
nécessaire pour que la fonction ¢ engendre une base de Riesz.
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Elle est automatique dans le cas ou, pour construire une analyse
multirésolution orthogonale, on suppose au départ vérifiée la condition
de “quadrature”:

S HE) =1.

0€D
2) Sous I'hypothése H(B~1o) = 0, Yo € D — {0}, on a II(y) = 0, pour
tout v € Z4, v # 0. En particulier, on a n(0) = 1.

En effet, soit v € Z4, v # 0. 1l existe un entier £ > 0, b € Z%, et
o € D — {0} tels que v = BYBb + o). D’aprés I’équation (2.6) et la
périodicité de H, on a:

T(y) = H(B~'y)--- H(B~*y)H(b+ B~*o)11(b + B~ '0);
d’ott TI{(y) = 0. Comme H(0) =1, on a II(0) = 1 et donc n(0) = 1.

Proposition 2.5. Soit Fyr le sous-espace de l'espace des polyndémes
trigonométriques ¢ d variables défini par:

Fu=3fN) =Y ¢,V e eC
’YGIM
a) Une condition suffisante pour qu’il existe une solution dans L2(R%)

non identiquement nulle de (2.3) (ou de fagon équivalente pour que
1T soit dans L2(R%)) est que

sup ||Pr1, < +oo.
n>1

b) P, laisse invariant l’éspace Fyr et la matrice de la restriction de P,
a Fyr écrite dans la base canonique de Fpy est égale o T.

¢) S’il existe une fonction h continue, périodique, strictement positive
et P,-invariante, et si tout fermé invariant Z%-périodique contient
0, alors toute fonction continue périodique P, -invariante est propor-
tionnelle 4 h.

Preuve. a) Soit

Notons (- ,-) le produit hermitien habituel sur L2(T%).
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18 J-P. CONZE, L. HERVE et A. RAUGI

Considérons Paction de P, sur L2(T%) et notons P; son adjoint.
Soient f, g € ]LQ(’]I‘d). A Taide de changements de variables dans le
calcul de (P, f, g) et grace & la périodicité de H, f, g, on obtient:

Prg(N) = qu(XN)g(BA),

d’ou
(Py)"g H w(B*X)| g(B"N).
Par changement de variable, on obtient:
(P71,1) = / ,\)‘ dx.
Kn

k= 1
Sous I’hypothése

sup [ Pl < 00,
n>1

ces intégrales sont majorées. Il en résulte, par le lemme de Fatou, que
|H|2 est intégrable sur R%.
b) Notons (u,) les coefficients de Fourier de u = |H |2 et posons, pour

v € Z%, ey (N) = 2N,

Nous avons u, = 0, pour |y|| > N. Il résulte de la formule établie
ci-dessus pour le calcul de 'adjoint P, que

(Puep €a) = q Z Uy (Eytb—Aar 1) = qUAq—b.
IvI<N
Par définition des entiers N et M, il est clair que, si b € Ip, on
a ugq_p = 0, pour tout a € Z4 tel que |la]| > M. L’assertion b) s’en
déduit.
¢) Pour démontrer le point c¢), définissons sur E I'opérateur

RFO) = 5 Puh V).
On observe que R1 =1 et que
N . h()
Rf(N) = A f(GN), A) = u(A).
F) = 3 wENFEN), 01w = ppsuly)
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Soit f € FE telle que P,f = f. On a alors:

o(f)-

Il reste a prouver que toute fonction ¢ continue, périodique et
R-invariante, est nécessairement constante. Pour cela considérons les
fermés Z%-périodiques de R? formés des points ol ¢ atteint respective-
ment son maximum et son minimum. On montre facilement que ces
fermés sont invariants pour le couple (B, w), en utilisant le fait que

> w@Ed) =1L

g€ED

Donc ils contiennent tous les deux 0, ce qui prouve que g est constante. O

IL.3 Etude spectrale

Nous donnons ici, en complément, dans le cas général de la construction
d’une fonction d’échelle fournissant une base de Riesz, une condition
spectrale sur les opérateurs P, et T qui permet de vérifier la condition
a) de la proposition 2.5.

Proposition 2.6. Le rayon spectral p(T') de P = P, est une valeur

P
propre de P et il lui est associé une fonction propre 4 valeurs positives

ou nulles. En outre, une condition nécessaire el suffisante pour que

sup p(T) ™| Pyl < +o0
n>1

est que ker(T — p(T)Id) = ker(T — p(T)Id)>.

Preuve. La preuve est classique (voir par exemple [9]). Il est clair que

1
pT)= lim ||P™1|Z.

na—|—oo
Soit (tp)p>1 une suite de réels décroissant vers 1.
Pour n > 1, on note
fo = (p(DtnId ~ Py ™1 = (p(T)ty)~ D PEL.
k>0

Ol’la.anfMetfnZO’
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Soit # une valeur propre de P telle que |3| = p(T). Pour tout
g € Fu, on a, grace a la positivité,

|(Btatd = P)g| < gl foll (2:8)

Comme
lim H(ﬁtnld . PrlH = +00

n—»—l—oo (o9}

(car 3 est une valeur propre), on en déduit que

La suite (|| fn||;,1 Jn)n>1 étant bornée dans Fjy, on peut en extraire une
sous-suite convergeant vers une fonction ~ > 0 (non identiquement nulle
car ||h||, =1).

Par passage a la limite dans 1’égalité

1l (p(T)tndd — P f = I fnll 2L

on obtient p(T')h = Ph, ce qui prouve les deux premiéres assertions de
la proposition.
On rappelle que l'indice v(8) de 8 pour P est le plus petit entier n
tel que
ker(P — BId)" = ker(P — BId)" 1.

Par ailleurs v(3) est également caractérisé par le fait que

lim  (t, — 1)ZH(6tnId - P)*IHoo = +00,

n——+oo

pour £ =0,...,v(3) — 1. D’apres 'inégalité (2.8), on a:
lim (b — 1)£“(p(T)tnId - P)‘1” = +00,

n—-+oo

pour £ =0,...,v(8) —1, dou v(8) < v(p(T)). ad

11.4 Preuve du théoréme 2.1

1) = 2): On sait d’aprés la proposition 2.4 a) et les remarques 1 et 2
que Pyn =mn, n(0) =1 et n > c avec ¢ > 0. On en déduit aisément les
deux premiéres conditions du 2). En outre P étant positif, nous avons

Pri<ciPp=clyet sup || Py, < +oo0.

n>i
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On adonc p(T) = 1 et v(p(1") = 1. La condition sur les fermés invariants
résulte de la proposition 2.4 b).

Notons que le point 3) est équivalent au fait que le sous-espace
ker(P — Id) de Fps est engendré par une fonction & valeurs strictement
positives.

2) = 3): En vertu de la description spectrale de P donnée dans la
proposition 2.6, les conditions p(T') = 1 et v(p(I")) = 1 entrainent que

sup || Pyl < +oo.
n>1

Donc, d’apres la proposition 2.5 a), IT = gAb € L2(Rd). En outre, d’apres
la proposition 2.4 b), on a > 0. On déduit alors de la proposition 2.5
¢) que ker(P — Id) est engendré par 7.

3) = 1): on suppose ici que ker(P — Id) est engendré par h > 0. On
en déduit tout d’abord que

sup [Py, < +oo
n>1

(on reprend la preuve de 1) = 2) en remplagant n par k). Ceci implique
que I = ¢ € L2(R%). La série définissant n est donc convergente. La
fonction n est alors un polynéme trigonométrique positif qui, d’apres
I’hypothése, doit étre proportionnel & h et donc > 0.

Preuve du théoréme 2.2. La condition

S HE) =1

oeD

(i.e. P,1=1) entraine les deux premieres conditions du 2),

sup ||PP1|, < +oo et ¢ € L2(RY).
n>1

1) = 2'): on sait que P,n =7, et que n = 1. Donc P,1 = 1. La
condition sur les fermés invariants résulte de la proposition 2.4 b).

2') = 3): il est clair que 2') entraine 2), donc 3), et finalement 3’).

3') = 1'): comme P,1 =1, ¢ € L2(R%). En outre, on a dimker(Z —
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Id) = dimker(P, — Id), P,n =1, et n(0) =1, donc n = 1. O

I1.4 Application au probleme 1 des pavages
Nous reprenons les notations du paragraphe I. Nous sommes ici dans un
cas particulier de la construction d’une analyse multirésolution.

On note F' la transformée de Fourier de 1¢:

F() = /R | Er0g@)dr, A e RY

La fonction F est continue bornée sur R?% et I’équation d’échelle se

traduit par:
F(\) = HB "N)FB N,

ott H()) est défini, pour A € R?, par

H(A)

Z 27rzt/\

|det ter
Un calcul simple montre que la fonction H vérifie la condition de “qua-

drature”: 0
> |[EO+ B—la)l =1, (2.9)

oeD
pour tout systéme complet D de représentants de Z¢/BZ4.
Soit IT définie par le produit infini:

= ﬁ H(B7)). (2.10)
=1
On a: F(A) = FO)II(A) = m(Q)II(N),

Z |F(-+ 7)'2 = Z m[(Q + ) N Q™A

'76Zd 7€Zd

STFC+ = [FOP S ¢+

yezd yezd

et

Le probleme 1 des pavages (orthogonalité des translatés 1g(-—), v € Z%)
est équivalent &

« Z | (- —i—'y)|2 est constant”
yezd
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ou encore a

2
‘ est constant”.

S e+
yezd
Comme conséquence des résultats précédents, on obtient:

Proposition 2.7. Les assertions suivantes sont équivalentes:
) m(@Q) =1
ii) g(z) =1, pour m-presque tout x € R4,
iii) n(z) =1, Vz € R%;
iv) tout fermé Z%-périodique de R? invariant pour (B, u) contient 0.

IL5 Expression algébrique du critére d’orthogonalité

Nous avons vu que l'obstruction a la condition d’orthogonalité ou de
base de Riesz (cf. théoréme 2.1 et 2.2) est 'existence d’un fermé Z%-
périodique invariant ne contenant pas 0. Le résultat suivant a été
établi dans [2], pour des fonctions v entieres (ce qui est le cas ici,
puisque la fonction u apparaissant dans la construction des analyses
multirésolutions considérées est un polynéme trigonométrique).

Théoréme 2.8. ([2], Th. 3.3) S’il existe un fermé invariant Z%-périodi-
que C différent de R?, alors il existe un élément xg de R®, vérifiant
B™zy = x9 mod Z%, pour un entier m > 1, et un sous-espace rationnel
propre W de R? stable par B (éventuellement réduit ¢ {0}) tels que la

réunion
m—1

S= | (BFzo+W +Z%
k=0
soit un fermé invariant de R%. De plus, toute transition permise & partir
d’un point de B¥zo+W +Z%, 1 < k < m, méne & un point de B* "1z +
W 4z

III. Pavages Aléatoires de R¢

IT1.1 Généralisation de la construction des pavés
auto-similaires

Nous généralisons maintenant la construction des pavés auto-similaires.
Cette généralisation sera utile dans la preuve du théoréme principal, qui
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repose, comme dans [14], sur une méthode de réduction par récurrence.

Soient A une matrice dilatante & coefficients entiers et N un entier
> 1. Nous supposons donnée une famille 77, ... , 7y de N systémes com-
plets de représentants de Z%/AZ? dans Z¢. Nous noterons I I’ensemble
des indices {1,... ,N} et B = A* la matrice transposée de A.

Pour tout suite w = (wy,ws,...) dans 'espace produit @ = IV,
nous construisons 1’ensemble Q)(w) formé de tous les développements en
“base A”, dont les “digits” d’indice &k sont choisis dans le systéme de
représentants Z"k déterminé par la coordonnée wy du point w. Formelle-
ment, ’ensemble Q(w) est donc défini par:

Qw)= ¢Y_ AFzp V> 1Lap €Ty,
k>1

Sur @ = IY" on fait opérer le décalage 6 défini par: O(wi,ws,...) =
(wa,ws,...). On obtient immédiatement, pour tout w € Q, I'inclusion

AQw)c U Q) +1,

tE’Twl

et donc 'inégalité:

low) (@) < Y- lgu)(Az — ).

tETwl

Munissons (2 de la tribu produit F = ®y+P(I) et considérons maintenant
une mesure de probabilité P sur Q invariante par le décalage. Par la suite
nous utiliserons le formalisme présenté dans cette section III dans deux
cas particuliers: le cas (trivial!) olt P est concentrée sur un point (cas
N =1) et le cas ou P est une mesure produit sur .

On obtient en intégrant I'inégalité précédente en = (par rapport &
la mesure de Lebesgue), puis en w (par rapport & P) une égalité. Ceci
prouve que I'on a, pour P-presque tout w, I’égalité (vérifie pour presque
tout )

1Q(w) (z) = Z 1Q(0w) (Az —1). (3.1)

te'Tu,vji
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II1.2 Propriétés des pavés (Q(w)
Compte-tenu de (3.1), on montre aisément les résultats suivants qui
généralisent le cas ou le systéme de représentants 7 est fixé (cas N = 1).

Lemme 3.1. a) Pour toute mesure de probabilité P invariante par le
décalage sur Q, pour P-presque tout w € Q, les ensembles

{QOw) +t,t € T, )

sont essentiellement disjoints.
b) Pour tout i € I, appelons x; Uapplication définie sur ’espace K des
compacts de R? par

i K= xi(K)= |J @K +471.
teT;

Les applications x; sont contractantes, quand on munit R de la mé-
trique associée & la norme contractée par A= et K de la distance de
Hausdorff correspondante.

Pour tout w € Q et tout compact Qq, la suite de Cauchy

(le 00 Xun (QO))nZl

converge, au sens de la distance de Hausdorff, vers Q(w). En prenant
Qo = [0, 1}‘1, NOUS QUONS:

Xuy 070 Xun (Qo) + Z = R?, ¥n >0,
et, en passant a la limite,

Qw) + 2% = R%.

Lemme 3.2. Si T est un systéme de représentants de 72/AZ2, le plus
petit Z-module invariant par A et contenant T, Z(T, A), est un sous-
réseau de Z2, de la forme MZ2, la matrice M étant a coefficients entiers,
avec |det(M)| > 1.

Preuve. En effet, d’apres les résultats du paragraphe 1, on peut recouvrir
I'espace R® par des translatés de ensemble Q(A, 7T) associé & 7 et & A,
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les translations étant prises de la forme 3" A7 (z; —x}), avec zj, z§ € T.
Ceci implique que Z(T, A) est un sous-réseau de Z%. O

IIL.3
Considérons la fonction g définie sur R? x Q par

9(z,w) = Z 1Q(w)(x+7)
~vezd

On a, pour tout w € €,

m désignant la mesure de Lebesgue sur R?, et on vérifie que
g(Az, 0w) = g(z,w), V(z,w) € RY x Q. (3.3)

Pour montrer que la fonction g est presque partout égale & une constante,
nous utilisons un argument de théorie ergodique. L’endomorphisme A
définit sur le tore T¢, muni de la mesure de Lebesgue m, un systéme
dynamique a spectre continu. Ceci implique d’aprés un résultat classique
‘en théorie ergodique que, pour toute mesure P invariante par € sur (2, F)
qui est ergodique, en particulier pour une mesure produit, le produit
cartésien des systémes (T%, m, A) et (Q,P,#) est ergodique.

La relation (3.3) implique alors que la fonction g est constante mQP-
presque partout. D’oll, pour m ® P-presque tout (z,w) € R% x Q,

9(z,w) = MQW)) = /Q m(Q(w))P(dw), (3.4)

quantité qui est nécessairement un entier > 1, puisque g est une somme
d’indicatrices et que, d’apres le lemme 3.1.b, g > 1.

I11.4
Considérons la transformée de Fourier de lQ(w):

i
EF,(x)= /Rd e m<‘”’y>1Q(w) (y)dy, (z,w) € R? x Q.
La fonction F,(-) est continue bornée sur R? et vérifie, pour P-presque
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tout w € Q,
F.,(z) = H(B™z,w1)Fa,(B 1),

ot H(z, j) est défini, pour (z,j) € R? x I, par

H 27rztz
(,7) |det t;

Posons, pour (z,j) € R® x I,

=Y |Fe+y[fwee,
vezd
et
2
3) = H(z, 5)|".

Pour tout vy € Z% et w € £, nous avons par la formule de Plancherel
(comme dans la relation 2.7 du paragraphe II),

/[O 1)d nw(ib)eQﬂ'i(’)’o’z)d;p = /Rd 1Q(w) (z — ’yO)lQ(w) (x)dz. (3.5)

IIL.5

L’ensemble Q(w) étant un compact de RY, cette derniére intégrale est
nulle pour ||vg|| assez grand. Il en résulte que, pour tout w € Q, et pour
m-presque tout z € R%, on a:

@ = ([, towb=1iowmdy) 709, (30)
yezd ®
ol le second membre est un polynoéme trigonométrique.

En utilisant le fait que la fonction \Fw|2, ainsi que ses dérivées par-
tielles de tous ordres sont intégrables, on obtient facilement que la série
définissant 7),, est uniformément convergente sur tout compact et donc
sa somme est continue (cf. [17]). L’égalité (3.6) est donc réalisée pour
tout = € RY.

D’autre part, pour tout systéme D de représentants de Z¢/BZ, la
fonction 7,, vérifie pour P-presque tout w la propriété d’invariance:

(@) = > u(B 7z + 1), w1)ne(BHz + 1)),

TED
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et nous avons {comme dans 2.9) la condition de normalisation:

S uB Nz+1),5) =1, Vjel, vz e R
7D
Soient p la probabilité uniforme sur I et P la probabilité produit
Qe+t sur Q. Posons, pour z € R?,

1

cardl ul®, ),
jel

u(z) =

n(z) = /Q no() P(dw);

Fa) = ([ \Fw<x>|2P<dw>)% .

Nous avons, pour tout z € R?, les relations (3.7) suivantes:
i) n(z) = Pun(z);

. 2 2 )
i) |F(z))* = u(B~1z) ’F(B“lx) , et par suite
1F@)” = |FO* T[] uwB *),
k=1
avec 1/2
_ 2 i
F(0) = ( JRZCE) P(dw)) ,
iii)

@) = FO Y. T wB™*@+)
vezd k=1

= Z (/Q m[(Qw) —v) N Q(w)]IP’(dw)> e2im sy

~ezd

I11.6
Supposons que B laisse invariant un sous-réseau A = M*Z% de Z%, M
étant a coefficients entiers, avec |det(M)| > 1.

Il existe un systeme S = {s1,...,84}, avec s1 = 0, de représentants
de A/BA dans A, avec q = |det(A)|. En effet, la matrice (M*)~"'BM*
est de déterminant g, & coefficients entiers, car elle envoie Z% dans Z2.
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On peut alors prendre comme systéme S la famille {M*0;,..., M*6,},
olt {01,...,04} est une famille de représentants de Z% modulo

(M~ 1BM*Z.
Sur Vespace des fonctions définies sur R? qui sont A-invariantes, on
définit un opérateur P2 par:

PM(x)= Y wB Mz +9))f(B z+s)).

scS

Cet opérateur ne dépend pas du choix des représentants de A/BA.

Pour une fonction v qui est seulement A-périodique et non pas Z9-
périodique, la théorie des fermés A-périodiques invariants pour 'opé-
rateur PlﬁX (nous parlerons des fermés A-périodiques invariants pour
(B,u, A)) est identique & celle des fermés Z%-périodiques invariants pour
un opérateur P, associé & une fonction u Z%-périodique. 11 suffit, pour
le voir, de se ramener au cas de Z¢ par un changement de base.

Dans ce contexte, la variante suivante du théoreme (2.8), qui utilise
les notations précédentes, sera utile dans 1’étude des pavages.

Théoreme 3.3. ([2]) S'il existe un fermé invariant A-périodique C
différent de R?, alors il existe un élément zq de RE, vérifiant B™zg = xg
mod A, pour un entier m > 1, et un sous-espace rationnel propre W de
R? stable par B (éventuellement réduit a {0}) tels que la réunion

m—1
U (Bfzo+ W +A)
k=0
soit un fermé invariant de R®. De plus, toute transition permise & partir
d’un point de BFzg+W +A, 1 < k < m, méne & un point de B¥1zq +
W +A.

Proposition 3.4. Les assertions suivantes sont équivalentes:
) m(Q() =1, P —p.s.;
ii) g(z,w) =1, pour m x P-presque tout (z,w) € R? x
iii) pour P-presque tout w € Q,n,(z) =1, Yz € R%;
iv) tout fermé Z-périodique de R invariant pour (B,u) contient 0.
Elles sont impliquées par la condition
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v) tout fermé A-périodique de R invariant pour (B, u,A) contient 0.
Preuve. On a les équivalences:
i) « ii), d’apres (3.4),
ii) « iii), d’apres (3.4) et (3.6).

D’autre part, si C est un fermé Z%-périodique de R?, invariant pour
le couple (B, u), ne contenant pas 0, il existe un entier L tel que

wB lz).. . wBLtz)=0, Vz € C,

puisque, dans le cas contraire, tous les points {B~*z,k > 1} appar-
tiendraient & C, et par suite on aurait 0 € C.
11 résulte du ii) de (3.7) que F(z) =0, Yz € C, et par suite

> |Fz+v)° =0, Vz €C,
yezd
puisque C est Z%-périodique.
D’out 'on déduit que, pour P-presque tout w € Q, on a n,(z) = 0,
pour tout x € C, contrairerment & iii).
Enfin, sous ’hypothese iv), nous savons que les fonctions continues
h, qui sont P,-invariantes et Z%périodiques, sont constantes. En effet,
les ensembles sur lesquels h atteint son minimum et son maximum sont
deux fermés invariants Z%périodiques, et donc ont en commun 0. 11 en
résulte que la fonction 7 est constante.
Or nous avons, d’une part:

/[01 v)de = / /01 2)deP(dw)
- [ m@u)rw)

d’apres la relation (3.5), et d’autre part:

- / 7 (O)P(duw)
Q
2
> /Q |F(0)] 2P (dw)

- /Q[m(czw»]?mdw).
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Comme 7 est constante et m(Q(w)) > 1, on en déduit que m{(Q(w)) = 1,
P—p.s.

Pour montrer que v) implique iv), il suffit d’observer que tout fermé
Z%-périodique invariant pour (B, u,Z%) est anssi un fermé A-périodique
invariant pour (B, u, A). O

IIL.7

Définition. Nous dirons que le couple (B, u) vérifie la condition (M) si,
pour le couple (B, u), les seuls fermés invariants Z%périodiques de la

forme
m

U (Bfzo+ W + 2%
k=1

avec m € N*, zg € R? vérifiant B™zq = zo modulo Z¢ et W sous-espace
rationnel de R? stable par B, sont ceux pour lesquels W est réduit & {0}.
Nous notons I' le plus petit sous-réseau de Z%, A-invariant, contenant

N

U7

=1
Proposition 3.5. Si le couple (B, u) vérifie la condition (M), les trans-
latés par T' de Q(w) forment un pavage de R?, pour P-presque tout w € Q.
Preuve. D’apreés le lemme 3.2, il existe une matrice M & coefficients
entiers, inversible, telle que I' = MZ4.

Posons A = M~ 1AM. Puisque AZ® c 7%, la matrice A est & coef-
ficients entiers. Les résultats de II1.6 vont étre appliqués, non pas & B,
mais & la matrice adjointe de A, c’est-a-dire & B = M*B(M*)~1.

Appelons T; lensemble {M~1#,¢ € T;}. Si des éléments de 7,
vérifient une relation modulo AZ?, leurs images par M vérifient une re-
lation modulo AMZ®, qui est donc triviale. On en déduit que j}, qui est
de cardinal ¢ = }det(fl)}, est bien un systéme complet de représentants
de Z2¢/Az¢ dans Z°.

Nous allons montrer que les translatés par Z¢ de I’ensemble

QUA, (T 1<j<n,w) = {Z A Fay, a2y € Zk, Vk > 1}
k>1
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forment un pavage de R%, pour P-presque tout w € €, ce qui démontrera
la. proposition. ,

La matrice B laisse invariant le réseau A = M*Z?. Considérons la
fonction % = u o (M*)~!, et une famille S = {sy,...,s,}, avec 51 = 0,
formant un systéme complet de représentants de A/BA dans A.

Comme on 'a vu en IIL6, la famille {(M*)~1sq1,... , (M*)"1s,} for-
me un systéme complet de représentants de Z¢ /BZS.

Nous allons montrer que tout fermé invariant A-périodique, de R¢
pour le triplet (B, @, S) contient 0, ce qui, compte-tenu de la proposition
3.4, donnera le résultat voulu.

Pour cela, appliquons le théoreme 3.3. Supposons qu'il existe un
sous-espace V stable par B, un entier m > 1, et un point ¢ de R non
entier vérifiant zg = &y - - - Tz, pour des éléments o1,...,0,, de S,
tels que, pour tout k,1 < k < m, on ait

Sh---ImTo+V +A BAG Fhl-- TmTo+V +A,

avec 0o = O

(La notation précédente signifie que, pour les points de ’ensemble
k- Tmxo+V +A, les transitions permises, au sens de (B, A, @), meénent
nécessairement a 'ensemble &_1 -+ Fmzg + V + A.)

Soit y € (M*) (G- Gmzg + V) et 5 € S tel que u(B Yy +
(M*)~1s)) > 0. Posons z = M*y.

Nous avons

2 €G- Fmag+V

et

W(B) !z +9) =uB y+ M) s) > 0.
Il en résulte que
(B Mz +5) =M B (y+ (M*)7'5)) € Gp_1- - Fmzo + V + A,
c’est-a-dire:
(B) My + (M*)Ls)) € (M) MGy Fmmg + V) + Z2

Nous venons ainsi de montrer que, pour tout k£, 1 < k < m, on a,
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pour les transitions permises au sens de (B, Z%, u):

U

(M) G Fmmo + V) 2% (M) Gy Gmzo + V) + 22,
ce qui implique:
B (M) oo+ (M) WV + 24 2 B2y Ty + (M) 4 20

[Nous avons, en effet,

G Fmap = B¥ tag — (0p_1 + Bog_g + -+ + B*24y)
avec
(M*) V(041 + Boy_a+ -+ B*201) € 74,
et en particulier
B™(M*) gy = (M*) 1 B™x |
— (M) Y20+ Om + Bom_1 + -+ B Loy)
= (M*)"lzg+ un entier.]
La condition (M) étant vérifiée par le couple (B, u), on doit avoir: V =
{0}; d’olt, pour 1 < k <m,

[ ~ ~3A'7~ e 3
O+ OmTo + A paly Op_1--OmZo + A.

Mais on a alors:
Wy - - Omag) =1, Vk,1 < k <m;
c’est-a-dire:

w(BF Y (M) tag) =1, Vk,1 < k <m.

N
Par suite, Vi € |J 7j, on a, Vk,1 < k < m,
7=1

{t, B* (M) 1) € Z,
ou encore:

N
(t,Bfzp) €z, Ve |J T,

Ceci montre que la réunion
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est contenue dans un sous-réseau propre I', A-invariant, de Z¢. La
N

réunion |J 7; est donc contenue dans le sous-réseau propre MT' de
j=1

I' = MZ%, qui est A-invariant. Ceci contredit le choix de I'. D’ou le

résultat. 0

IV. Existence d’un réseau
IV.1

Nous en venons maintenant au résultat principal de ce travail.

Théoréeme 4.1. Soit A une matrice dilatante, a coefficients entiers,
d’ordre d, et T un systéme complet de représentants de Z¢/AZ? dans
Z8. Alors il existe un sous-réseau T' de Z%, contenant T, tel que les

translatés de

Q= Z A"kmk:m'k eT
k>1

par les éléments de T forment un pavage de RY.

Remarque. On notera qu’en général le réseau I' n’est pas invariant par
A, mais par une autre matrice A qui est décrite dans la remarque 4.3.

Preuve du théoréme. La preuve est donnée en plusieurs étapes et se
poursuit dans les sections 1V.2, 1V.3 et 1V 4.

Nous raisonnons par récurrence sur la dimension d de la matrice A.
Pour d = 1, le résultat, qui est connu (cf. [7]), se déduit comme cas
particulier “déterministe” de la proposition 3.5.

Supposons le résultat démontré pour une matrice dilatante A d’ordre
< d et plagons nous dans le cas ol A est de dimension d > 2. Posons

2
1 2mi{z,t)
det(A) 2 e ‘

teT

u(z) =

Si le couple (B, u) vérifie la condition (M) de II1.7, alors la proposition
3.5 prouve le résultat.

Supposons maintenant qu’il existe un sous-espace rationnel W de
RY, invariant par B, un point zy € R? et un entier m > 1 vérifiant
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B™ 2y = 2 modulo Z¢, tel que, pour tout 1 < k < m, on ait
B, -
Bfzg+ W +2% 25 BFlyy 4 W 4 72

Parmi les sous-espaces vérifiant ces conditions, nous pouvons choisir un
sous-espace rationnel W de dimension maximale r,1 < r < d.

IV.2 Réduction du probléme

Le résultat suivant permet d’effectuer une réduction du probléeme.

Lemme 4.2. Soit W un sous-espace rationnel de dimension r dans R
Il existe un changement de base, dont la matrice de passage P est a
coefficients entiers et de déterminant 1, tel que les r premiers vecteurs
de la nouvelle base forment une base de W.

Preuve. Ce résultat classique peut étre montré par 'argument élémen-
taire suivant.

11 existe dans W une base formée de r vecteurs vq,... ,v,, dont les
coordonnées dans la base canonique de Rd,(a{, . ,aﬂ), j=1,...,7,
sont des entiers. Quitte a diviser v{ par un scalaire, on peut supposer
que les coordonnées de vy, (a%, . ,aé), sont des entiers premiers entre
eux.

Par applications répétées de la relation de Bezout (en prenant les
composantes deux & deux), on peut construire un produit M de matrices
dans SL(d,Z) tel que M(ajlh,.‘. ,aﬂ) =(1,0,...,0).

Notons (bj, =bZl) = M(a{,... ,a&),j =1,...,7. En remplagant
les vecteurs v; — b{vl, on se ramene au cas d’'une base de W, telle que
Iimage par M des r — 1 derniers vecteurs a une premiere composante
nulle. Quitte a diviser par un scalaire, on peut de plus supposer que
les coefficients de 'image du deuxieme vecteur sont des entiers premiers
entre eux. On est ainsi ramené & une dimension inférieure.

On peut donc, par application de matrices dans SL(d,Z), réduire
successivement les coordonnées des vecteurs v;, pour ¢ = 1,...,7, a la
forme 6; 5, 7=1,...,d. O

En utilisant le lemme 4.2, on peut se ramener, en conjuguant par
une matrice dans SL(d,Z), au cas o W est de la forme W = R" x {0}
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et ol 4 a la forme sujvante:
(A1 0O
A= ( C A2> !

pour des matrices A7 et Ay de dimension respectivement r et d — r.

La matrice B = A* s’écrit alors
_ (A 7
B=(4 %)

IV.3 Propriétés de la famille 7
Nous allons voir que la forme de A* implique pour la famille 7 des
propriétés particuliéres.

Posons ¢; = [det A;[,i = 1,2, et ¢ = |det A| = g1g2, et écrivons tout
élément z de R? sous la forme z = (21, 29) avec 21 € R" et 29 € R,

Nous avons

1 , ,
U(Z) - U(Z]J 22) = "5 Z exp (2Z7T<<d1 - dla Zl)r + <d2 - d’27 Z2>d—7‘)) .
dd'eT

Considérons la fonction % sur R%~" définie par
uwy) =q / w(w,y) dw,y € R,
[0,1]"

Nous avons:

_ 1 A . y
u(y) = — Z (/ exp(2im(dy — dj,w)r) dw) exp(2im{da —db, ¥)g_r).
4143 dd'eT [O,I]T
Or l'intégrale est nulle, sauf si dq = dj; d’ou:
_ 1 .
wy)=—z 3, exp(2im(dy — dy,y)d_r)-

2
NG (ader:d)=d;)

D’autre part, ’égalité

e ([G)]+):

vraie pour tout (z,%) € R” x R et tout choix de systeme de représen-
tants D de Z%/BZ? entraine,

A*
T (3-1 < K“y 1w)} +)) T

T7€ED
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Choisissons un systéme de représentants de la forme D = Dy x Da,
olt Dy est un systeme de représentants de Z"/A]Z" dans Z", et Dy un
systeme de représentants de Z4" /AEZd_’ dans Z%-.

On obtient

1= / At ' + Ai_lﬁ—
01

T]_G'D]_ T2€D2
—A7CAY (4 )+ w, A (y + 7)) dw
= Y[ utw Ay ) du

Dy mpeny Y 01T

-1
= a5 ) dus

soit

1= ) a4y (y+m).

T9EDy
Pour zg = (zg,y0) € R” x R* ", on a, Vk,0 < k < m — 1,

«(k—1)

k *
e R R AR T AR ES

. k < g
On en déduit que u(A5 yo) = 1,Vk,0 < k < m — 1, c’est-a-dire:

LS exp(in(dy — dy, A3 o)) = 1. (4.1)
NG gaerd =d,

Or l'ensemble {(d,d') € T x T:d; = dj} est inclus dans l'ensemble
{(d,d") € TxT:dy—d} € A1Z"} dont le cardinal est gy ¢3. 1’égalité (4.1)
entraine alors que tous les éléments d,d’ € T, tels que dy — d} € A1 Z7,
vérifient:
1) dy =dj.
9) (dy — dy, A5 o) € Z, VE,0< k <m—1.

En résumé, nous avons montré que les éléments de 7 sont nécessai-
rement de la forme suivante:

(o)
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1) 71 = (Ti)1<i<q, forme un systeme de représentants de Z"/A;Z" dans
7,

2) pour tout 1 <14 < qq, la famille 7y ; = (Mi,j)1<j<q, forme un systeme
de représentants de Z% " /A5Z% " dans Z¢T.

Iv4
L’hypothese de récurrence appliquée & la matrice Ay assure 'existence
d’un réseau I'y de Z" tel que les translatés par I'1 de
Q1= {2 AIkrek:Vk =1le € {17 o 7QI}}
k>1
forment un pavage de R". Soit m, la mesure de Lebesgue de R" et
désignons par A la mesure de probabilité
(g 0@
m’r(Ql)
Il existe un borélien X de (}1, de A-mesure 1 tel que tout z € X s’écrive
de facon unique:
T = E AIkrek(m), avec Vk > 1, € {1,... ,q1}.
k>1
Le probléme est maintenant de trouver un réseau I'y de R% " satis-
faisant & la condition suivante: pour tout z = (z,y) € R?, il existe des
suites (ex)k>1 et (Jr)k>1, avec e € {1,... ,q1} et jr € {1,... , g2} et des
éléments vy1 € T'1, 1 € Ty tels que:

-k

k>1
—k
y= Z Dyre, + Z Ay Ney i + 72
k>1 k>1

k-1
Dy=-% A;¢Vca 0
=0
Soit @ = {1,...,q1}"". Appelons y la loi uniforme sur I = {1,... ,q1}
et P la mesure de probabilité produit @u«p sur (.
Par ’hypothése de récurrence, on sait qu’il existe

71 €T et (ex(z))k>1 €0
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tels que
—k
r= Z Al Tek(a:) +71-
k>1
On est donc ramené au probléme suivant: trouver un réseau I'y de RE"
tel que, pour m-presque tout z € X, les translatés par I'y de ’ensemble

1§1 A e ()40 1 S Ik S a2, VR 21
forment un pavage de R4, On peut dans ce qui précéde, remplacer
“m-presque tout x € X7 par “P-presque tout € € 07, et la suite (egx(x))
par € = (ex) € Q.

En effet, définies sur 'espace probabilisé (X, B(X), A), les variables
aléatoires (ex)r>1 sont indépendantes et suivent une loi uniforme sur
{1,...,q1}, puisque, pour tout n > 1 et tout (i1,... ,i,) € {1,...,q1}",
nous avons:

Mz e Xier(x) =i1,... ,en(x) =in}) = N{z: ATz € Q1 + 73, +
o A )

1 _
= M Qutrin e+ A try)

AQ1) 1

qt qr

Posons, pour w € Q:

QQ(AQ;W) = Z Aik’Yk, Vk > L, 7€ %,wk
k>1

Pour tout 1 < j < g1, notons

2
) 1 ) _
u(y,j) =|— > expmi(y,y))| ,y € RT".
RRCAY
Nous avons
1 q1
— u(y,J) = u(y)-

Montrouns que le couple (Ag, @) vérifie la condition (M) de I11.7.
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Soit V un sous-espace vectoriel rationnel de R%~", y; un élément de
R et p une entier > 1 vérifiant: A¥Fy1 = yi1, modulo 73" tels que
Pon ait, Vk, 1 < k < p,

AT (e
Ay +V 474 25 142('c Dy + v 24,

Soit z1 ’élément de R" défini par

p-1
T = (I _ AIP)—I Z AikC*Agp_l_kyl
k=0
On vérifie facilement que
B? [le = [wl] , moduloZ?,
Y1 Y1
et, Vk,1 < k <p,

BF@y,y) + R x V+2¢ 2% By y) 1R x V + 22

Le sous-espace vectoriel W étant choisi de dimension maximale r, cette
propriété implique que V = {0} et le couple (A, ) vérifie la condi-
tion (M).

Appelons Ty le plus petit réseau de Z%", Ag-invariant contenant
chacune des familles de représentants 73 ;,7 = 1,...,q1. D’apres la
proposition 3.5, pour P-presque tout w € Q = {1,... ,ql}N*, les trans-
latés de Q9(Ag,w) par 'y forment un pavage de R " et 'y vérifie la
condition voulue. O

Remarque 4.3. Si l'on peut choisir pour I’y le plus petit résecau Aj-

invariant contenant 77, le réseau I'; x I'9, obtenu pour le pavage, n’est
Ay

0
Dans le cas contraire, on peut faire une étude analogue pour le couple

autre que le plus petit réseau ( 22 )—invariant contenant 7.

(A1,71), et recommencer si nécessaire. Finalement, on obtient que ’on
peut écrire, & conjugaison prés par une matrice entiere de déterminant
1, la matrice A sous la forme:

Ay
* Ag (0)
* A,
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S
avec dimA; =r; et > r; =d, et on a:
i=1

T = {(tl,i17t2,i1,i25 e 7ts,i1,i2,...,is) e R"°},

avec les propriétés suivantes:

7 = {t].,i17 1 <4y < ri} est un systéme complet de représentants de
V/RWV.\V/EE

T4, = {t27i11i2’ 1 <9 < ro} est un systéme complet de représentants de
72 [A9Z"2, pour chaque 41,1 <41 < ry;

Tsiigy gy = sy is_1risr)1 < s < 15} est un systéme complet de

représentants de Z"s /A;Z"S, pour chaque s — l-uplet (iq,...,4,_1) €
{1,... JT1} X -+ X {1,... yTs 1}

Le réseau permettant d’obtenir le pavage est alors le plus petit sous-
réseau de Z%, contenant 7, invariant par la matrice

Ay
Az (0)
o ...

As
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